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						MATEMATYKA II - METODA ELEMENTÓW SKOŃCZONYCH 
					
				

			

			
				
					
						materiały pomocnicze 
					
				

			

			
				
					
						1. Wstęp 
					
				

			

			
				
					
						Metoda Elementów Skończonych (MES) jest numerycznym narzędziem 
					
				

				
					
						przeznaczonym do rozwiązywania równań różniczkowych, a ściślej mówiąc znajdowania 
					
				

			

			
				
					
						rozwiązań szczególnych. Oszacowania ilościowe w technice, związane są zwykle z 
					
				

			

			
				
					
						koniecznością modelowania skomplikowanej geometrii rzeczywistych obiektów, stosowania 
					
				

			

			
				
					
						nieciągłych lub tylko nieróżniczkowalnych funkcji opisujących parametry fizyczne i warunki 
					
				

				
					
						brzegowe. Okoliczność ta zmusza do wprowadzania podziału obiektu na części o 
					
				

			

			
				
					
						skończonych wymiarach i możliwie prostych kształtach, umożliwiających uzyskanie 
					
				

			

			
				
					
						rozwiązania w obszarze każdej części, a następnie zbudowania powiązań pomiędzy nimi. 
					
				

				
					
						Opisana metoda stosowana jest powszechnie przy projektowaniu konstrukcji prętowych, sieci 
					
				

			

			
				
					
						wodociągowych, gazowych i elektrycznych, a nawet układów elektronicznych. 
					
				

			

			
				
					
						Często jednak, uzyskanie rozwiązania analitycznego wewnątrz wydzielonej części obiektu 
					
				

				
					
						jest zbyt skomplikowane – zbyt kosztowne a nawet niemożliwe. 
					
				

			

			
				
					
						Jeżeli jednak zastosowany podział gwarantuje uzyskanie wewnątrz każdej części, rozwiązania 
					
				

			

			
				
					
						w postaci funkcji o wystarczająco prostym kształcie, zadowalająca może okazać się jej 
					
				

			

			
				
					
						aproksymacja inną funkcją o z góry narzuconej postaci. 
					
				

			

			
				
					
						2. Idea elementu skończonego 
					
				

			

			
				
					
						Rozważmy następujący problem. Poszukiwana jest funkcja u(x) opisująca związek ilościowy 
					
				

				
					
						pomiędzy dwiema wielkościami fizycznymi (rys. 2.1). Może to być np. rozkład ciśnienia 
					
				

			

			
				
					
						wewnętrznego wzdłuż osi rurociągu. 
					
				

			

			
				
					
						Rys. 2.1. 
					
				

			

			
				
					
						1
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						Poszukiwane rozwiązanie uzyskujemy na drodze aproksymacji wielomianami algebraicznymi 
					
				

			

			
				
					
						coraz wyższych rzędów. Uzyskiwane rezultaty są coraz lepsze, zarówno w sensie błędu 
					
				

				
					
						średniego, jak i lokalnego. Jednak po przekroczeniu pewnego rzędu wielomianu, pojawiają 
					
				

			

			
				
					
						się charakterystyczne pulsacje stojące w sprzeczności z fizyczną naturą modelowanego 
					
				

			

			
				
					
						zjawiska. 
					
				

				
					
						Co zatem robić, aby uzyskać możliwie dobrą aproksymację, stosując wielomiany możliwie 
					
				

			

			
				
					
						niskiego rzędu? 
					
				

			

			
				
					
						Niezłe rezultaty przynosi podział obszaru aproksymacji (rys. 2.2). 
					
				

			

			
				
					
						Rys. 2.2. 
					
				

			

			
				
					
						Na przykład dzieląc rurociąg na trzy elementy (odcinki) i aproksymując rozwiązanie 
					
				

			

			
				
					
						wewnątrz każdego z nich wielomianem rzędu pierwszego (tj. funkcją liniową), uzyskujemy 
					
				

			

			
				
					
						równocześnie dobrą dokładność oraz zgodność z fizyczną naturą zjawiska. 
					
				

				
					
						Pojawia się jednak nowa wada. Jest nią nieciągłość rozwiązania w punktach połączeń 
					
				

			

			
				
					
						pomiędzy elementami. Należy więc na poszukiwane rozwiązanie narzucić dodatkowe 
					
				

			

			
				
					
						warunki, zapewniające zgodność wartości na krańcach sąsiednich elementów (przedziałów). 
					
				

			

			
				
					
						2.1. Funkcje kształtu 
					
				

			

			
				
					
						Elementy na które podzielono analizowany obiekt, mogą mieć różne wymiary i różne 
					
				

			

			
				
					
						położenie w przyjętym układzie odniesienia. Dla celów ujednolicenia opisu i automatyzacji 
					
				

				
					
						procedur obliczeniowych, wygodnie jest wprowadzić pojęcie lokalnego układu odniesienia, 
					
				

			

			
				
					
						związanego indywidualnie z każdym z elementów. W dalszych rozważaniach stosowane będą 
					
				

			

			
				
					
						dwa rodzaje układów odniesienia: 
					
				

				
					
						- globalny,związany z modelowanym obiektem, 
					
				

			

			
				
					
						- lokalny,związany z wybranym z elementem. 
					
				

			

			
				
					
						2
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						Rys. 2.3. 
					
				

			

			
				
					
						Związki pomiędzy nimi ilustruje rys. 2.3. Oś pozioma lokalnego układu odniesienia została 
					
				

			

			
				
					
						znormalizowana z zastosowaniem jednostki równej długości elementu. Dla każdego z 
					
				

			

			
				
					
						elementów niezbędne będzie zdefiniowanie pary funkcji opisujących transformacje układów: 
					
				

			

			
				
					
						lokalny ⇔ globalny. 
					
				

			

			
				
					
						Dla opisywanego przypadku będą to: 
					
				

			

			
				
					
						x(ξ) = x
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						i
					
				

			

			
				
					
						Dla aproksymacji rozwiązania U(x) wewnątrz elementu, zastosowano wielomian pierwszego 
					
				

			

			
				
					
						rzędu (funkcję liniową). Jej wykresem jest odcinek prostej, zawartej pomiędzy punktami 
					
				

				
					
						początkowym i końcowym każdego elementu. Prostą zaś jednoznacznie określają dwa różne 
					
				

			

			
				
					
						należące do niej punkty. 
					
				

			

			
				
					
						Wygodnie jest wewnątrz elementu wielomian aproksymacyjny rzędu pierwszego określić za 
					
				

				
					
						pomocą pary punktów 
					
					
						( ) ( )
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						u
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						 w globalnym układzie odniesienia, oraz 
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						 w lokalnym układzie odniesienia. 
					
				

			

			
				
					
						Jak widać, w powyższym zapisie wprowadzono w pełni lokalną numerację punktów 
					
				

			

			
				
					
						rozgraniczających elementy (węzłów). 
					
				

			

			
				
					
						Wartości związane z węzłem początkowym (i), uzyskują w lokalnym układzie odniesienia 
					
				

				
					
						indeks (1), zaś z węzłem końcowym (i+1) – indeks (2). 
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						Oczywiście dla jednoznacznego określenia prostej, można by przyjąć dwa różne punkty o 
					
				

			

			
				
					
						dowolnych odciętych, jednak przyjęcie skrajnych węzłów elementu ułatwia zapewnienie 
					
				

				
					
						ciągłości rozwiązania, ponieważ końcowy węzeł elementu poprzedniego jest równocześnie 
					
				

			

			
				
					
						początkowym węzłem elementu następnego. Zasadę opisanego powyżej podziału ilustruje 
					
				

			

			
				
					
						rys. 2.4. 
					
				

			

			
				
					
						Rys. 2.4. 
					
				

			

			
				
					
						2.1.1. Element liniowy rzędu pierwszego 
					
				

			

			
				
					
						 Obiekty, w których funkcja opisująca zjawisko fizyczne może zmieniać się wzdłuż 
					
				

				
					
						jednej osi odpowiednio dobranego układu odniesienia, modelowane są z zastosowaniem 
					
				

			

			
				
					
						jednowymiarowych – tj. liniowych elementów skończonych. Element, w którym funkcja 
					
				

			

			
				
					
						rozwiązująca jest wielomianem rzędu pierwszego, nazywamy elementem skończonym rzędu 
					
				

			

			
				
					
						pierwszego. 
					
				

				
					
						Poniżej opisany zostanie element skończony liniowy rzędu pierwszego, zilustrowany na rys. 
					
				

			

			
				
					
						2.5. 
					
				

			

			
				
					
						Rys. 2.5. 
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						Kształt rozwiązania w takim elemencie opisuje funkcja postaci: 
					
				

			

			
				
					
						u = a ⋅ ξ + b 
					
				

			

			
				
					
						spełniająca warunki: 
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						Funkcja u(ξ), zwana funkcją kształtu, ponieważ opisuje kształt rozwiązania wewnątrz 
					
				

			

			
				
					
						elementu, przedstawiona jest zwykle w nieco inne postaci: 
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